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Ein Phosphormodell auf quantenmechanischer Grundlage

III. Ubergangswahrscheinlichkeiten bei konstanten Storungen und diskretem Spektrum

Von HaraLp Stumpr

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 13 a, 171—183 [1958] ; eingegangen am 17. Dezember 1957)

Unter dem EinfluB} einer Storung geht ein quantenmechanisches System bei kontinuierlichem
Spektrum bekanntlich mit der Ubergangswahrscheinlichkeit (1) (§ 17) von einem Zustand n in einen
anderen Zustand k iber. 0(Ey) ist die Dichte der Energiezustinde des kontinuierlichen Spektrums.
In der Phosphortheorie ist es notwendig, Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Uberginge zwischen
diskreten Zustidnden wechselwirkender quantenmechanischer Systeme abzuleiten (§ 17). Da hier kein
kontinuierliches Spektrum vorhanden ist, wird die Dichte 0 (L) als statistische Streuung der Ener-
gien gedeutet, d. h. als Linienbreitenfunktion (§ 22). Um die analoge Formel zum Kontinuumsfall
mit verdnderter Deutung der Dichtefunktion zu beweisen, mufl auf die Grundlagen der statistischen
Auffassung physikalischer Ereignisse zuriickgegangen werden (§ 18). Es zeigt sich, dal im ein-
dimensionalen Fall des freien Teilchens neben der Bornschen Interpretation auch eine Energie — Zeit-
Statistik moglich ist, bei welcher der Ort = des Teilchens als Parameter auftritt (§ 19). Diese sta-
tistische Interpretation ist symmetrisch zur Orts-Impulsstatistik mit der Zeit ¢ als Parameter. Auf
den HiuBerr-Raum der Zustandsfunktionen komplizierterer quantenmechanischer Systeme ist diese
symmetrische Interpretation iibertragbar (§ 20). Damit lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten mit Hilfe statistischer Uberlegungen (§ 21) iiber den WechselwirkungsprozeB (§ 23) streng aus
der Scurépinger-Gleichung mit dem Wechselwirkungsoperator herleiten. Die Linienbreiten sind in
dieser Darstellung an die Storung riickgekoppelt (§ 24) und erlauben in einfachen Fillen eine
direkte Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit.

§ 17. Problemstellung hielt so 2

. . .. . (Diff
Bei der thermodynamisch statistischen Beschrei- W;,k' }

bung eines ensembles treten zur Charakterisierung

=| Hy |2 0(Ex) 22, (1)

der zeitlichen Verinderung von gewissen Kenngro-
Ben des ensembles Ubergangswahrscheinlichkeiten
auf. Handelt es sich, wie in unserem Fall, um ein
ensemble quantenmechanischer Systeme, so miissen
die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den
quantenmechanischen Zustidnden dieser Systeme be-
rechnet werden. Mit ihnen laft sich das ensemble in
seinen makroskopischen Reaktionen im allgemeinen
vollstandig erfassen. Nun ist die Ableitung quanten-
mechanischer Ubergangswahrscheinlichkeiten aber
nicht so einfach: Da sich die quantenmechanische
Rechnung zunéchst nur in der Amplitudendarstel-
lung abspielt, miissen Mittelwerte iiber Gruppen
von Energieniveaus genommen werden, um auf die
Dichtedarstellung und damit die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zu kommen !. Das ist im Fall eines
kontinuierlichen Spektrums unter einschriankenden
Bedingungen iiber die Art der Wechselwirkung mit
dem MeB- bzw. Storsystem durchfithrbar. Man er-

1 Mittelwertsbildungen bedeuten Ubergang zu den klassisch
statistischen Gleichungen, s. H. Stumer, Z. Naturforschg.
12a, 156, § 3 [1957]; diese Arbeit wird im folgenden
mit I zitiert.

2 Bei konstanten Storungen s. R. Becker, Theorie der Wirme,
Springer-Verlag, Berlin 1955; § 44. — Bei zeitabhingi-
gen Stiorungen s. z. B. D.I. Brocuinzew, Grundlagen der

wobeil 0(E,) die um den energetischen Mittelwert
der Gruppe genommene Dichte ist, und der mittlere
Energiewert des Gesamtsystems erhalten bleibt. Die
Definition der konstanten Matrixelemente H,; hangt
von der Art der Storung ab.

Die Formel kann z. B. bei der Wechselwirkung
eines elektromagnetischen Feldes mit einem quanten-
mechanischen System, oder bei der gegenseitigen
Wechselwirkung von Atomen oder Molekiilen ange-
wendet werden. Immer wird dabei vorausgesetzt,
dafl das Spektrum dicht ist. Im ersten Beispiel also
das Kontinuum der elektromagnetischen Feldener-
gien, im zweiten die dicht verteilte Translations-
energie der Atome bzw. Molekile. Gerade die vor-
liegenden Probleme eines endlichen Phosphorkri-
stalls geben aber theoretisch formuliert ein System,
bei dem das Spektrum diskret wird. Sowohl das
Storstellenelektron als auch die damit gekoppelten
Oszillatoren besitzen in unserer Aufteilung?® ein

Quantenmechanik, Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1953, Kap. XIV, XV. — W. WEeizer, Lehrbuch der
theoretischen Physik, Bd. 2, Springer-Verlag, Berlin 1950,
Kap. IV.

3 Die genaue Definition s. H. Srumer, Z. Naturforschg. 12 a,
465 [1957]; Teil 1.
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diskretes Spektrum, und nur das im gesamten Raum
gedachte Strahlungsfeld hat dicht liegende Energie-
werte.

Solange demnach Wechselwirkungsprozesse des
Phosphorsystems mit dem elektromagnetischen Feld
untersucht werden, 1at sich die allgemeine Formel
(1) noch anwenden. Anders wird es, wenn man zu
der nichtadiabatischen Elektron — Gitter-Wechselwir-
kung, und den anharmonischen Gitter — Gitter-Wech-
selwirkungen iibergeht. Die ersten Glieder sind fiir
thermische Elektron — Gitter-Prozesse verantwortlich,
die zweiten fir den endlichen Wert der Warmeleit-
fahigkeit. Da derartige Prozesse das Phosphorver-
halten wesentlich beeinflussen, miissen auch fiir sie
die Ubergangswahrscheinlichkeiten berechnet wer-
den. In der Literatur gibt es nur einen einzigen Fall
der Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten
im diskreten Spektrum: er bezieht sich auf Storun-
gen, die kiirzere Zeit dauern als die erste Ndherung
der quantenmechanischen Storungsrechnung giiltig
istf. Das ist fiir die erwdhnten Elektron — Gitter-
und Gitter — Gitter-Prozesse sicher nicht der Fall. Im
Gegenteil: jene Prozesse sind durch permanente
Storglieder charakterisiert. Bevor wir daher die
Phosphortheorie weiter ausbauen konnen, miissen wir
die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir diesen Fall
ableiten. Dabei muf} auf quantenmechanische Grund-
beziehungen zuriickgegangen werden, was wir im
folgenden genauer ausfithren.

§ 18. Statistische Verteilungen mit Neben-
bedingungen

Um die Erorterung der quantenmechanischen
Grundlagen durchfiihren zu kénnen, miissen wir mit
einem Grundprinzip physikalischer Statistik begin-
nen. Wir verwenden dazu eine Verteilungsfunktion
0(x, z,) der zwei korrelierten statistischen Variablen
x,,x,, welche in einem Volumen V des z;—x,-
Raumes definiert sei. Das Volumen V erstrecke sich
in (052,Za, 0Z2,<a). Die Funktion o
kennzeichne ganz allgemein die Feststellung von sta-
tistischen Ereignissen. Diese Ereignisse mogen in
infinitesimalen Volumelementen dz, dz, stattfinden.
und werden dann durch zwei MeBwerte x,2, z,”, die

1 siehe Anm. 2, D.I. Brocuinzew, § 82. Die so abgeleiteten
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind von der Storzeit T
abhingig. Ein Grenziibergang T — oo 148t sich jedoch we-
gen der erwdhnten Einschrinkung nicht vollziehen.

Klassische Teilchen werden durch die Messung in der Be-
wegung nicht gestort. An einem klassischen Teilchen kann
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Koordinaten des Mittelpunktes von dz; dz, hinrei-
chend charakterisiert. Die Wahrscheinlichkeit bei der
statistischen Messung ein Ereignis im Raumelement
(2,2 2, + day) (257, 25 + dz,) zu finden, wird

Wz, ) = ofzy% 2,f) day de,. (2)
Dabei ist vorausgesetzt:
| oz, zy) dey dap=1. (3)
7
Nunmehr unterlegen wir dem Begriff Ereignis
und seinen zugeordneten zwei Mefwerten einen
physikalischen Sinn. Es handle sich um wiederholte
Experimente mit klassischen Teilchen im Volumen V',
wobei z; der Ortskoordinate und z, der Zeitkoordi-
nate entspreche. Einem Ereignis und seinen zwei
MeBwerten entspreche die Feststellung eines Teil-
chens in einem infinitesimalen Volumelement um den
Raum — Zeit-Punkt z,% z,/. Zum Beispiel seien bei
vier wiederholten Experimenten folgende, hier dicht
liegend eingezeichnete Ereignisse eingetreten .

t=x,
L ———
2
3
4
0 a x

Abb. 1. Die Kurven 1, 2, 3, 4 sind die Teilchenbahnen.

Die Raum — Zeitlichen Bahnen seien dabei umkehr-
bar eindeutige Funktionen innerhalb des Volumens,
und die Teilchen mégen im Raum-Punkt a aufge-
fangen werden, und den Rest der Zeit dort verblei-
ben.

An diesem an sich trivialen Beispiel kann man
nun das physikalische Prinzip der Identifikation ab-
lesen. Greift man z. B. die unterste Reihe von Er-
eignispunkten in Abb. 1 heraus, so werden in dieser
Reihe die Ereignisse als von demselben Teilchen ver-
ursacht angesehen. Analog in den weiteren Reihen.

Wahrend in der allgemeinen Deutung (2) und
(3) nicht nach der Verkniipfung der Ereignisse ge-

also eine ganze MefBserie vorgenommen werden. Dies ist
bei quantenmechanischen Teilchen nicht der Fall, was fiir
unsere Erorterungen aber keine Bedeutung hat. — Die
Zeitkoordinaten sind natiirlich relative Koordinaten, d. h.
auf den Beginn der wiederholten Experimente hezogen!
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fragt wurde, und jedes Ereignis unabhingig und
ohne Bezug auf ein anderes definiert wurde, handelt
es sich hier bei den Ereignissen in einer Bahn um
die Wiedererkennung des Teilchens, welche in der
klassischen Physik real, in der Quantenmechanik zu-
mindest gedanklich vollzogen wird. Daher liegt es
nahe, nicht mehr iiber die Gesamtanzahl von Er-
eignissen nach (3) zu normieren, was keine beson-
dere Bedeutung hat, sondern iiber die Gesamtzahl Z
der Teilchen, die bei den wiederholten Experimen-
ten verwendet werden. Da diese Gesamtanzahl in
unserem Beispiel in jedem bestimmten Zeitpunkt .,/
auf der z;-Achse vorhanden ist. s. Abb. 2, muf} not-
wendigerweise gelten

a

/()(xl,IQﬁ) dr, =1 (bzw. Z) (4)

0
(0 < 2y < a), d.h. siamtliche Teilchen befinden
sich zur vergleichbaren Zeit 2,/ =1’ auf der z;-
Achse. Indem man das Prinzip der Identifikation
als Nebenbedingung einfiihrt, verwandelt man das
urspriinglich zweidimensionale Wahrscheinlichkeits-
feld iiber z,, z, in ein eindimensionales uber x; mit
einem Parameter: z,(= ¢). Durchlduft 2,/ simtliche
denkbaren Parameterwerte, so kann das urspriing-
liche Wahrscheinlichkeitsfeld mit all seinen Ereig-
nissen rekonstruiert werden. Das Durchlaufen ist
identisch einer Bewegung. In (4) kommt die bewe-
gungskonstante Teilchenzahl durch die freie Wahl
von z,” zum Ausdruck. Die Teilchenzahl wird trotz
Variation von 2,/ erhalten. Das physikalische Pro-
blem gestattet also von seinem anschaulichen Inhalt
her die Formulierung eines Erhaltungssatzes.

2‘5)('2
i 1
2
i SRRy AP 3
3
4
I r= R on e S,
0 a x

Abb. 2. Der Schnitt I trifft alle Teilchen unterwegs. Im
Schnitt II sind zwei Teilchen bereits in a aufgefangen.

Wie man leicht sieht, gibt es aber auch noch eine
weitere Moglichkeit der Normierung. Samtliche Teil-
chen kénnen bei der umkehrbar eindeutigen Bewe-
gung in einem bestimmten — aber willkiirlich wihl-
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baren — Punkt 2, (0 < 2,2 < a) im Ablauf der
Zeit mit Sicherheit beobachtet werden. Man findet
also samtliche Teilchen in einem bestimmten Orts-
punkt 2,* auf der ganzen Zeitachse. Daher muf} gel-
ten

/ o(x% 25) day =1

0

(bzw. Z). (5)

Diesmal ist der Ort der Parameter, und die Zeit die
statistische Variable. Durch Variation des Parame-
ters kann wiederum das gesamte Wahrscheinlichkeits-
feld aufgebaut werden.

ts= o
1 I
a ___;ﬁrffj—g—j ;
3 i 2
: 3
k ‘
4
|
|
0 a x

Abb. 3. Der Schnitt 1 trifft an einem fixierten Ort alle Teil-
chen innerhalb des Beobachtungszeitraums. Analog der
Schnitt II.

Das Prinzip der Identifikation fiihrt also zu einem
wahlweisen Aufbau des Wahrscheinlichkeitsfeldes
aus Verteilungen mit
a) Ort als statistischer

Variablen
Zeit als Parameter,

b) Zeit als statistischer
Variablen
Ort als Parameter.

Man erkennt weiterhin leicht, dal auf Grund der
speziellen Eigenschaft der Zeit- und Ortsmessung
die Moglichkeit a) sich auf beliebige Dimensionen,
d. h. Konfigurationsrdume, und beliebige Bewegun-
gen verallgemeinern 1at, wihrend b) stets an den
geschilderten Fall gebunden bleibt, und nur unter
ganz bestimmten Bedingungen, auf die wir in die-
sem Zusammenhang nicht einzugehen brauchen, ver-
allgemeinert werden kann.

Wegen dieser Verallgemeinerungsmoglichkeit wird
der Aufbau der Quantenmechanik nach a) vollzogen
(Bornsche Interpretation). Trotzdem hat auch der
Fall b) eine theoretische Bedeutung, wie wir im fol-
genden zeigen werden.

Als Spezialfall merken wir noch an, daf}

o(zy, 25) =0(xy —2,%) bzw. Zo(x;—2,*) (5)

wird, sofern sich simtliche Teilchen zur Zeit ¢/ = z,#
in z,* befinden.
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§ 19. Quantenmechanik des eindimensionalen
freien Teilchens

Es ist nicht die Absicht, in diesem Paragraphen
eine Begriindung quantenmechanischer Amplituden-
funktionen vom Standpunkt der allgemeinen Statistik
durchzufithren. Vielmehr setzen wir die Existenz
und Notwendigkeit von Wahrscheinlichkeitsamplitu-
den unbefragt voraus und wenden uns sogleich ihrer
Interpretation zu.

Allgemein erhilt man aus einer beliebigen ScHro-
pINGER-Gleichung nichtnormierte Amplitudenfunk-
tionen. Wir beschrénken uns auf eine raumliche und
eine zeitliche Variable. Die Amplitudenfunktionen
lauten dann y(z, x,) (z, = ¢). Die zugehorige Dichte
wird definiert durch

Y (2 25) (2 2s) = 0(212,) - (7)

Die Scuropincer-Gleichung selbst gibt noch keine
Vorschrift iiber die statistische Interpretation ihrer
Losungen. Diese Interpretation ist eine Zusatz-
annahme. Da es sich auch in der Quantenmechanik
um die statistische Beschreibung von Teilchenbahnen
handelt, wird man — insbesondere im nichtrelati-
vistischen Bereich — in Fortsetzung des in § 18 for-
mulierten Prinzips der Identifikation die Forderung
a) oder b) als Zusatzannahme einzufiithren suchen.

Da von vorneherein keine anschauliche Deutung
erlaubt ist, miissen wir beweisen, dall a) oder b)
auch mit der gewéhlten ScurépiNcer-Gleichung ver-
trédglich ist, d. h. die statistische Interpretation a)
oder b) nicht mit den tatsdchlichen Losungen in
Widerspruch steht. Wir studieren das zunédchst am
freien Teilchen:

Die Scuropincer-Gleichung des eindimensionalen
freien Teilchens lautet, wenn wir im folgenden stets
Ty =2, ¥y=1 setzen,

1 ¢ 1 0

smaa T way ¥ =0 ol

Nun stellen wir die folgende Zusatzannahme auf:

a) Borxsche Interpretation
[y* @0 w o de=1. 9)

Das muf} bewiesen werden, da im allgemeinen Fall
das Integral eine Funktion von ¢ sein mifte.

Nun lautet die allgemeine Losung von (8) — ein
beliebig geformtes Wellenpaket —

y(z,t) = f(p (p) exp {hl (w —f:;,‘)} dp, (10)

H. STUMPF

wobel @ (p) eine beliebige Funktion ist, und die
Variable p bekanntlich den Impuls des Teilchens
darstellt. Mit Hilfe dieser Zerlegung kann nach be-
kannten Eigenschaften der Exponentialfunktion ge-
zeigt werden, da} (9) fiir beliebige Losungen erfiill-
bar ist. Damit ist die Moglichkeit der Annahme a)
als Zusatz zur ScHRODINGER-Gleichung bewiesen. In
ihr wird 2 zur statistischen Variablen und ¢ zum
Parameter.

Neben den Verteilungen fiir 2 liefert die Quanten-
mechanik ferner noch durch eine Fourier-Transfor-
mation die Verteilung der zur statistischen Variablen
konjugiert kanonischen Variablen. Dies folgt aus
Gl. (10), die wir in der Form

w(z,0) = [ D(p,1) e™rrdp

schreiben. Darin ist @ (p,t) die Amplitude des zur
statistischen Variablen z konjugierten Impulses p.
Auch in ihr kommt ¢ als Parameter vor, da der
Parameter ¢ durch die Transformation (11) seinen

Charakter beibehalt.
D*(p,t) P(p,t) =0(p,t)

(11)

(12)

ist die zeitabhdngige Impulsverteilungsfunktion. So-
fern Gl. (9) gilt, mul} auch fir o(p,?) ein Erhal-
tungssatz gelten

h/ D*(p,t) D(p,t)dp=1,

was wir hier nicht explizit beweisen.

Die Zerlegung ist eindeutig: Hat man einmal nach
Zusatzannahme a) die Zeit als Parameter aufgefafit,
so existiert nur genau eine statistische Verteilung
fiir die Variable z, zu jedem Zeitpunkt. Eine Ver-
teilung von z heillit wiederholte Experimente mit
einer Messung von z, d. h. wiederholte Ortsmessung.
Und daraus folgt nach den quantenmechanischen
Grundexperimenten, daf} bei vorgegebenem mittle-
rem, zu z kanonisch konjugiertem Impuls, dessen
Streuung, d.h. die Impulsverteilung durch die Un-
schirferelation festgelegt ist. Gerade das und nicht
mehr, liefert Beziehung (11).

(13)

Zusammenfassend ergibt die Bornsche Interpre-
tation
¢t als Parameter und
als Ortsverteilung des Teilchens
in beliebigen Zeitpunkten,

W (2,1) (2,1)
D*(p,t) D (p,t) als konjugiert kanonische Impuls-
verteilung des Teilchens zu be-
liebigen Zeitpunkten.
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Orts- und Impulsamplitude sind durch die Relaticn
(11) verkniipft. Die zum Parameter ¢ gehorige ka-
nonische Grofle — E tritt nicht in Erscheinung.

Wir wenden uns jetzt der Moglichkeit b) zu, die
wir aus bald ersichtlichen Griinden nennen:

b) Energie — Zeit-Statistik

Hier wird
[y @0y di=1

gefordert, d. h. 2 als Parameter und ¢ als statistische
Variable. Die Vertréglichkeit mit (8) muf} bewiesen
werden. Da z der Parameter ist, und ¢ statistische
Variable, so ist nach den quantenmechanischen
Grundprinzipien auch die Streuung der kanonisch
konjugierten Variablen — E festgelegt. Und zwar
durch eine Fourier-Analyse

y(z,t) = /(152(1;,1) e~ (M ELQE

(14)

(15)

Um die allgemeine Losung mit (14) und (15) in
Einklang zu bringen, miissen wir sie schreiben

w(x,0) = [ pa(E) eim@VINEZED gE - (16)

Man erkennt dann leicht, dal} bei beliebigem ¢, (E)
(16) eine Losung von (8) ist, und daB} sich durch
Einsetzen von (16) die Forderung (14) und (15)
als erfiillbar erweisen lat. Da hier

x als Parameter,

w*(x,t) y(x,t) als Zeitverteilung des Teilchens
bei festem, aber willkiirlich

wihlbaren Raumpunkt # und

D,*(E,x) Dy(E,z) als Energieverteilung des Teil-
chens an ebendemselben Raum-

punkt

auftritt, nennen wir die Moglichkeit b) die Ener-
gie — Zeit-Statistik. Die beiden Statistiken a) und b)
stehen als gleichberechtigte Moglichkeiten neben-
einander, solange es um das freie Teilchen geht.
Wir nennen das die symmetrische Interpretation.
Das ist der wesentliche Inhalt dieses Paragraphen.

Wiahrend in der Quantenmechanik bisher nur die
Moglichkeit a) allgemein angewendet wurde, werden
wir in dieser Arbeit die Moglichkeit b) etwas weiter,
namlich bis zu einer praktischen Anwendung, ver-
folgen.

Schlielich sei noch angefiigt, daf8 beide Erhal-

tungssitze immer nebeneinander gelten, d. h. es wird
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=1 in a),

w¥ (2, t) y(x,t) da ‘:C|, eine festgelegte nicht
frei bestimmbare Kon-
stante in b),

=C, eine festgelegte nicht
5 [ frei bestimmbare Kon-
v (2, t) y(x, 0) de l stante in a),
=1 inb).

§20. Symmetrische Darstellung im Hilbert-Raum

Das Ergebnis des vorangehenden Paragraphen
kann man in Hinblick auf die weitere Anwendung
auch so formulieren: Beim eindimensionalen freien
Teilchen ist die symmetrische Darstellung maglich,
d. h. man kann wahlweise aus einer p-Funktion ver-
schiedenartige statistische Aussagen ableiten, ent-
weder die Orts — Impuls-Statistik oder die Energie —
Zeit-Statistik. Damit wird ersichtlich, daf} die Aus-
wertung der wy-Funktion von der Art der Frage ab-
héangt, die man an sie stellt.

Im Hinblick auf die Anwendung der Energie —
Zeit-Statistik bei komplizierteren Problemen interes-
siert hier, wie weit sich die symmetrische Darstel-
lung auf beliebige Probleme verallgemeinern laBt.
Nun hatten wir bereits in § 18 erwahnt, dal} sich die
Forderung b) weder bei freien Zustinden in héohe-
ren Dimensionen, noch bei periodischen Bewegungen
usw. anwenden laft. Dies bezog sich jedoch nur auf
die anschauliche Vorstellung der Teilchenbewegung.
Um zu erkennen, daf} die Quantenmechanik auch
hier eine symmetrische Darstellung zuldBt, mufl man
sich von der Analogiebehandlung der Quantenmecha-
nik zur klassischen statistischen Mechanik in § 18
abldsen.

Offensichtlich geht es darum, hochdimensionale
Konfigurationsrdume zu vermeiden, auf die Forde-
rung b) sicher nicht angewendet werden kann. Nun
gibt es bereits in der klassischen Mechanik ein Bei-
spiel, wie man unter bestimmten Voraussetzungen
hochdimensionale Konfigurationsrdume auf einen
gewohnlichen Raum reduzieren kann: den starren
Korper. An Stelle der vielen Einzelteilchen und ihrer
einzelnen Konfigurationsrdume betrachtet man nur
ihre Gesamtheit: das System des starren Korpers.

Genau das geschieht in der Quantenmechanik,
wenn man vom beliebig komplizierten Konfigura-
tionsraum eines Mehrteilchenproblems auf den Hir-
BERT-Raum tibergeht. An Stelle der Einzelteilchen
betrachtet man Systeme. Der einzige Unterschied
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besteht in den Kenngrofen. Beim starren Korper
sind es, wenn man von Rotationen absieht, die
Schwerpunktskoordinaten, die alle Punkte eines drei-
dimensionalen Raumes durchlaufen, beim quanten-
mechanischen System sind es die verschiedenen Zu-
stinde, welche quantenmechanisch erlaubt sind, und
die das System unter dem EinfluB einer Stérung
durchlaufen kann. Selbstverstindlich ist auch dieses
Durchlaufen kein klassischer, sondern ein quanten-
mechanischer ProzeB. Da sich die Systemzustidnde ¢
bei diskretem Spektrum, was wir der Uberschrift
nach gerade untersuchen wollen, als eine Zahlen-
reihe abzihlbar unendlich vieler Zahlen schreiben
lassen, und diese Reihe unter derselben Voraus-
setzung, auf einer eindimensionalen Zahlengeraden
abgetragen werden kann, so wird es mdglich, auf
solche Weise in der Quantenmechanik die Symmetri-
sierung durch Ubergang zum HiLsert-Raum zu voll-
ziehen.

Um das mathematisch zu formulieren, setzen wir
die Wellenfunktion des Systems als Summe iiber die
normierten HiLBert-Raum-Zustandsfunktionen an:

y(z,1) = Zwi(x) Ci(1) . (17)

Dabei steht z stellvertretend fiir alle Konfigurations-
koordinaten des Systems. Der Ubergang zum Hir-
BERT-Raum wird durch Integration vollzogen.

[ pi* (x) (1) dx=C;(1) .

Die Gesamtheit der C;(t), i=1, 2,..., gibt die Wel-
lenfunktion des HiLBerT-Raumes. Wir schreiben sie
noch einmal an

Ci(1)

(18)

(2=1;2;::.) (19)

t=HiLBERT-,,Raum“-Koordinate, ¢=Zeitkoordinate.
Die Dichtefunktion wird® I7;(¢) =C;*(¢) C;(t). Im
folgenden bezeichnen wir i einfach als Raumkoordi-
nate. In gleicher Weise wie beim freien Teilchen
stehen uns die statistischen Zusatzhypothesen noch
frei. Wir verwenden:

a) Bornsche Interpretation

Normierung tiber die Raumkoordinate. Nach (4)
bzw. (9)

ZC,-*(t) Ci(t)=1. (20)

Das muf} bewiesen werden.

8 Wir verwenden hier die Dichtefunktionen /7;(¢) im Gegen-
satz zu den ensemble-Dichten P;(¢) s. I, § 2 u. IIT (32).
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Sowohl in der Quantenmechanik der offenen Sy-
steme (Systeme mit Storeinfliissen) wie auch in der
Quantenmechanik geschlossener Systeme (Systeme
ohne Storeinwirkung von auflen) wird die Verande-
rung der C; durch unitdre Operatoren vermittelt.

Ci(t) = > Ui(2) C4(0) . (21)
%

Gegentuber unitaren Transformationen bleibt aber
ein skalares Produkt der Art (22) invariant. Daher
ist die Zusatzhypothese a) moglich. Wegen des ab-
strakten Charakters der Quantenzahlen ¢ hat die De-
finition eines dazu kanonisch konjugierten HiLBERT-
Raum-Impulses keinen Sinn. Wir verbleiben daher
bei
t als Parameter,

C*(t) Ci(¢) als Verteilungsfunktion fiir das Ereig-
nis des Antreffens eines Systems in i
zum Zeitpunkt 7.

b) Energie — Zeit-Statistik

Bevor wir wieder unsere Forderung anschreiben,
untersuchen wir den Charakter der Zeitmessung et-
was ndher. Dazu betrachten wir zunichst das freie
Teilchen. Hier kann eine Ortsmessung z. B. durch
eine eindimensionale Offnung beschriinkt werden. Das
heif3t bei wiederholten Experimenten kann das Teil-
chen innerhalb eines Elementes dz der Offnung durch
Zihlrohre lokalisiert werden. Das gleiche gilt zeitlich.
An einem bestimmten Ort sei eine Zihleinrichtung
angebracht. Diese ergibt bei wiederholten Experimen-
ten eine zeitliche Verteilung der Einzelmessungen.
Daraus folgt u. a., daf} auch die Energie des Teilchens
streuen muf. Die Einzelmessung ist also die Fest-
stellung eines Geschehensaktes, z. B. eines Teilchen-
einschlags an einem genau definierten Ort und Zeit-
punkt. Nicht die Ortsmessung oder die Zeitmessung
selbst sind verwischt, sondern was die Statistik ver-
ursacht, sind die bei wiederholten gleichartigen Ex-
perimenten verschiedenen MeBergebnisse einer ge-
nauen Orts- und Zeitmessung 7.

Was steht dem in der Quantenmechanik des Hir-
BerT-Raumes gegeniiber? Offensichtlich sind hier
die Messungen indirekter Natur. Durch Stérungen
wird das Besetzungsverhéltnis geédndert. Ein Licht-
quant wird eingeschossen, nach einer gewissen Zeit

7 Zur Erlduterung quantenmechanischer statistischer Gesamt-
heiten und der Ortsmessung von Teilchen, s. F. Borp, Z.
Naturforschg. 9a, 579 [1954].
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emittiert das System ein anderes Lichtquant. Jedoch
ist die Frequenz des emittierten Lichtquants bei wie-
derholten Experimenten nicht stets die gleiche, son-
dern streut um einen Mittelwert. Bei hinreichend
einfachen Systemen wissen wir: Das eingeschossene
Lichtquant regt das System energetisch an, ein ho-
heres Niveau wird besetzt. Dieses Niveau bleibt
einige Zeit besetzt. Dann geht das System in seinen
Grundzustand zuriick, unter Reemission eines Licht-
quants, das bei wiederholten Experimenten verschie-
dene Energien besitzt. Aus derartigen Experimenten
folgern wir zunichst die Energiestufen des Systems,
dann aber auch, daf} die Lebensdauer des angereg-
ten Zustands mit der Streuung der Energie der se-
kunddr emittierten Lichtquanten zusammenhingen
muf}. Daraus wird sofort klar, dal} die Beziehung
Energie — Zeit im HiLBerr-Raum auf Energie — Le-
bensdauer umgedndert werden muf.

Will man unter Beachtung der Tatsache, da} ¢
jetzt als Lebensdauer auftritt. die alte Forderung

fer@) Gy de=1 (i=1,2,...) (22)

einfithren, so sieht man, daf} die Erfillung dieser
Forderung bedeuten wiirde: Das System muf} bei
wiederholten Experimenten in jedem Zustand Le-
bensdauern besitzen. Da hierin aber noch samtliche
Arten von Storungen implizit enthalten sind, kann
eine solche Aussage sicher nicht bewiesen werden.
Denn sicher gibt es solche Storungen, bei denen eine
bestimmte Anzahl von Systemzustinden tberhaupt
nie besetzt wird, und bei denen deshalb auch keine
Lebensdauern auftreten konnen. Wir werden daher
die Forderung (22) fallen lassen, und durch eine
schwichere ersetzen, die sowohl dem physikalischen
Sachverhalt, als auch unseren Absichten entspricht.
Nun zeigt die ensemble Rechnung, daB} sich die Pro-
zesse von mehreren angeregten Zustdnden ausgehend
linear tiberlagern. Es ist daher nur notwendig, die
Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem angereg-
ten Zustand in beliebige andere auszurechnen, um
durch Superposition dieser Félle auf die allgemeinste
Anregungsmoglichkeit eines Systems und deren zeit-
liche Weiterentwicklung zu kommen. Gerade bei der
Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir
diesen Fall soll die Energie — Lebensdauer-Statistik
verwendet werden. An Stelle von (22) ist daher nur
der Abklingprozel eines angeregten Niveaus von
Interesse, und wenn dieses angeregte Niveau die
Quantenzahl j habe, so werde in diesem Fall die
Forderung gestellt, dal}
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[Cr ) Gy de=1. (23)

Diese Forderung ist durch geeignete Normierung
von C;(t) selbstverstandlich zu erfiillen. Im Gegen-
satz zur Ortsstatistik a) ist hier die kanonisch kon-
jugierte Grofle — E von realem physikalischen Wert.

Aus

Ci(t) = [ &(E) e”MELJE (24)
gewinnt man namlich die Amplitude der Energie-
verteilung, die das betreffende System im angereg-
ten Zustand j besitzt, und die experimentell bestimmt
werden kann, sofern die Storung von einem Mef}-
system herriihrt. Zusammenfassend gilt also:

Die Energie — Lebensdauer-Statistik wird auf den
Fall eines einzigen angeregten Zustands beschrankt.
Sie liefert den Parameter j als feste, aber willkiirlich
wihlbare Zustandsnummer, sowie, wenn der Zustand
zur Zeit t =t, besetzt wird,

Ci* (1) Ci(¢t) als Wahrscheinlichkeit fir eine Le-
bensdauer von 7=1t—¢,sec,

als Wahrscheinlichkeit fiir die Ener-
gie E des Zustands j, die das System
bei wiederholten Experimenten wirk-
lich aufweist.

" (E) &;(E)

Genau wie im vorangehenden Paragraphen besteht
der Wert dieser Aussagen darin, daf} sie aus einem
C;(t) durch verschiedenartige Normierungen gewon-
nen werden konnen.

Nun gilt neben (23) aber auch der Erhaltungs-
satz (20). Nur kann die Konstante nicht mehr
gleich 1 sein. Das sieht man folgendermallen ein:

Sicher ist wegen des Erhaltungssatzes (20)

2CH) Ci(1) = € (0) Ci(0) . (25)
i ]

Andererseits aber mufl in der Ortsstatistik, in der
C*(t) Ci(¢) die Besetzungswahrscheinlichkeit eines
Zustandes zur Zeit ¢t angibt, C;*(0) C;(0) =0 (i +j)
sein, wenn sich das System zur Zeit 1=0 eindeutig
im Zustand j befindet, eine Annahme, von der wir
ausgingen. Daher wird

2.6 (1) Ci(1) =C;*(0) C;(0),  (26)

was sicher ungleich 1 ist, da das Integral (23) erst
den Wert 1 haben soll. Hat man also bei j Energie —
Zeit-Statistik getrieben, so kann man nur durch Um-
normierung in die Ortsstatistik zuriickkehren. Und
zwar erhalt man im Fall b) direkt aus
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Ci* (1) C;(2)
Ci *(t) C; ()

C;*(0) C; (0)

Lebensdauerverteilung,

Antreffwahrscheinlichkeit im Zustand ¢
zur Zeit ¢.

Umgekehrt kann man im Fall a)

260 Cin) =1 (27)
7

vorgeben, erhélt dann aber
Ci* (1) C;(t) de=C,/ (28)

und aus

O (2%@ Lebensdauerverteilung,

a
C*(t) Ci(t) Antreffwahrscheinlichkeit im Zustand ¢

zur Zeit ¢.

Wir werden im folgenden immer von der zweiten
Moglichkeit Gebrauch machen, weil die Energie —
Zeit-Statistik nur in der Ableitung der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten, nicht aber in ihrer Anwendung
eine bedeutsame Rolle spielt.

§ 21. Zerlegung gemischter Gesamtheiten

Zum Abschlufl unserer Erdrterungen miissen wir
uns noch mit einem allgemeinen Verfahren der
Quantenmechanik beschéftigen: Die Zerlegung ge-
mischter Gesamtheiten nach gewissen Merkmalen,
und die Konsequenzen dieser Zerlegung®. Da wir
in den vorangehenden Paragraphen die Doppelinter-
pretation der 1-Funktionen nach a) und b) einge-
fiithrt haben, wird dieses Verfahren auch in beiden
Fallen zu erldutern sein. Wir beginnen wieder mit

a) Ortsstatistik

Es sei eine Wellenfunktion v (z,¢) gegeben. Die
Koordinate z sei dabei stellvertretend fiir samtliche
Raumvariablen eingesetzt. Nun denken wir uns eine
MeBeinrichtung aufgestellt, welche die durch vy (z, t)
beschriebene Teilchengesamtheit nach irgendeinem
mefbaren Merkmal, z. B. nach dem Merkmal des
zu z kanonisch konjugierten Impulses filtert. In be-
zug auf p sind die durch v (z,t) beschriebenen Teil-
chen eine gemischte Gesamtheit, denn es gilt

(0 = [ P(p,0) f(x.p) dp,

8 vgl. Anm. 2, D. I. Brocuinzew, § 17.

9 Man denke sich z.B. eine nach den Impulsen gefilterte
Gesamtheit von Elektronen durch eine Blende geschickt.
Jede Untergesamtheit mit einem bestimmten konstanten
Impuls vor dem Durchgang durch die Blende hat ihr eige-

(29)
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wobei f(z, p) die Impulseigenfunktionen seien. Nach
Ausfithrung der Impulsmessung ist die gemischte
Gesamtheit nicht mehr durch (29) beschreibbar.
Vielmehr hat jede Messung an einem bestimmten
Teilchen der Gesamtheit dieses veranlaft, eindeutig
einen Impulswert p. anzunehmen, der durch die Wel-
lenfunktion f(x, pa) beschrieben wird. Die Messung
zerlegt also (29) in Untergesamtheiten mit bestimm-
ten Impulswerten p; und die Wahrscheinlichkeit, daf3
ein Teilchen der urspriinglichen Gesamtheit in einer
Untergesamtheit mit dem Impuls zwischen p; und
pi+dp anzutreffen ist, wird

D* (pi,ty) P(pisty) dp, (30)

wenn t, der Zeitpunkt der Zerlegung durch eine Mes-
sung war. Uber die neu geschaffenen Untergesamt-
heiten, die zusammen ein statistisches ensemble bil-
den, konnen nun auch Mittelwerte des ensembles
definiert werden. Zum Beispiel ist

J@) = f@p) = [|[(x.p) [ D" (p.1y) D(p.1y) dp
(31)

ein Mittelwert aus Eigenfunktionen f(x, p) tber die
statistische Gesamtheit am Orte 2. Gl. (31) besagt:
Bei unabhingigen Ereignissen liberlagern sich in der
Quantenmechanik die Dichten linear ?.

Wir gehen nun zur Auffassung

b) Energie — Zeit-Statistik

im HiLBert-Raum iiber. Es sei eine allgemeine Zeit-
funktion C;(¢) als statistisch zu interpretierende Le-
bensdauerfunktion eines Zustandes [ gegeben. Nimmt
man als Merkmal die Lebensdauer ¢ einer Gesamt-
heit von Systemen im Zustand [, so gibt offensicht-
lich

Cr* (ta) Cy(ta) dt (32)
die Wahrscheinlichkeit, die Lebensdauer des [-ten
Zustandes im Bereich ¢« und t.+ d¢ zu finden. Nun
werde die Gesamtheit aber nicht nach der Lebens-
dauer des Zustandes [ gefiltert, sondern nach einem
anderen Merkmal, z. B. der Energie im Zustand ;.
Es ist nicht gesagt, daf} beim Zustand [ daraufhin
eine Entwicklung nach den Eigenfunktionen dieses
Problems durchfithrbar sei. Aber angenommen, sie
sei es, dann konnen wir, sofern die Energiewerte

nes Beugungsbild. Die Beugungsbilder iiberlagern sich ad-
ditiv. Das heifit Additivitdt der Dichten. Im Fall der G1.(31)
wird keine Blende eingesetzt, sondern die Teilchen werden
direkt aufgefangen,
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von j dicht liegen, schreiben
Ci(t) = [ &;(E) Cyi(E, 1) dE .

(33)

Zerlegen wir nun mit Hilfe eines gedachten Filters
die Gesamtheit nach dem Merkmal E, der Energie
des j-ten Zustandes, so erhilt man

ei*(Eq) ;(Eq) dE (34)

als Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung an einem
System des Gemisches die Energie des j-ten Zustan-
des zwischen E« und E.+dE zu finden, und die
Messung zerlegt wie in a) das urspriingliche Gemisch
(33) in eine Reihe von reinen Gesamtheiten mit
den Eigenfunktionen !® C;(E., t). Auch hier hat man
es nach der Messung mit einem typisch quanten-
mechanischen ensemble zu tun: Eine Ansammlung
von Systemen in reinen Zustdnden, wobei die Zahl
der Systeme M., deren Kennzeichen in E. und

E.+ dE liegt, durch

Mo=Mé&;* (Eo) ¢;(Eo) dE (35)
gegeben wird, wenn M die Gesamtanzahl der Sy-
steme ist. Genau wie in (31) konnen auch hier Mit-
telwerte iiber die ensemble-Funktionen C,(E,t) ge-
bildet werden. Man erhalt z. B.

| Ci(E, 0)|2= f}C/(E, 1) ;" (E) &(E) dE, (36)

wobei der Index j am Mittelwert daran erinnert,
dal die Zerlegung nach dem Merkmal £ im Zu-
stand j vorgenommen wurde. Auch hier gilt: Die
Dichten unabhingiger Ereignisse tiberlagern sich
additiv. Damit konnen wir den allgemeinen Teil ab-
schlieen, und uns konkreten Problemen zuwenden.

§ 22. Definition der Ubergangswahrscheinlich-
keiten

Die vier vorangehenden Paragraphen haben ge-
geniiber der gewohnlichen quantenmechanischen In-
terpretation zu einer erweiterten Auffassung vom
statistischen Inhalt einer vorgegebenen Wellenfunk-
tion gefiithrt. Diese Doppeldeutung a) und b) nut-
zen wir nun zur Losung eines konkreten Problems
in der Phosphortheorie: Da sowohl das Stérstellen-
elektron als auch das Grundgitter mit der Gitterstor-
konfiguration in ein endliches Volumen eingeschlos-
sen sind, besitzen beide quantenmechanische Sy-
steme, das Storstellenelektron und die Gitteroszilla-

10 Tm folgenden lassen wir an den Eigenfunktionen den In-
dex j weg.
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toren, diskrete Spektren. Will man die moglichen
Wechselwirkungen dieser Systeme mit einer ensemble-
Statistik beschreiben — und das mufl man, da nur
sie die makroskopischen Beobachtungswerte ergibt —
so miissen Ubergangswahrscheinlichkeiten abgeleitet
werden. Nach § 17 existiert fur das vorliegende Pro-
blem eine solche Ableitung nicht. Jedoch 1aft sich
mit der vertieften Auffassung des quantenmechani-
schen Zustands eines Systems auch hier die Ablei-
tung von Ubergangswahrscheinlichkeiten durchfiih-
ren. Dazu bringen wir zunachst die Definition der
Ubergangswahrscheinlichkeit und ihre Darstellung
bei dichten Energiespektren sowie den Ansatz zur
Ableitung bei diskreten Spektren, den wir in den
weiteren Paragraphen streng begriinden werden.
Geht man von der Amplituden-Darstellung der
Quantenmechanik in die Dichtedarstellung tber, so
erhélt man eine zeitabhingige Abbildung der Wahr-
scheinlichkeitsvektoren im HiLserr-Raum 11

Pi(t) = 2 Wu(®) Pi(0) (37)
welche nach einer Phasenmittlung direkt aus der
ScuroDINGER-Gleichung des betreffenden Problems,
z. B. zweier in Wechselwirkung stehender Systeme
hervorgeht. Genau die Phasenmittlung enthalt das
Element der ensemble-Statistik. Sie wird nur mog-
lich durch die Summation einer Vielzahl von Experi-
menten an gleichartigen Systemen. Daher ist die
Dichte definiert durch

Mo oW* gy oM (1
Py~ > OG0

h=1

(38)

wobei M die Gesamtzahl gleichartiger Systeme und
h deren Einzelnummer angibt.

Als Ubergangswahrscheinlichkeit sind zunichst
»integral“ die zeitabhangigen W,,(¢) definiert. Im
vorangehenden Paragraphen hatten wir behauptet,
dal} zu ihrer Ableitung ein angeregter Zustand hin-
reichend und notwendig sei. Das sieht man, indem
man als Anfangsbedingung

PA(0) =6;; (39)

setzt. Zur Zeit t =0 ist dann das j-te Niveau eindeu-
tig besetzt, alle anderen sind unbesetzt. Mit (37) folgt

daraus Wii(t) =PuA() . (40)

Durch Variation des angeregten Zustands kann man
sodann simtliche integralen Ubergangswahrschein-

1 5, Anm. 2, R. Becker, § 44.
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lichkeiten angeben, wenn man die eindeutig be-
rechenbaren P;#(t) explizit anschreibt. Alle anderen
Fille komplizierterer Anregung entstehen durch Su-
perposition. Der Index 4 in (39) und (40) deutet
auf die fiir die Ableitung vorgenommene Speziali-
sierung hin. Durch die Normierung (39) zur Ablei-
tung von (40) haben wir uns in den Bereich der
Ortsstatistik a) begeben. Das wird bei der weiteren
Auswertung wichtig.

Die zeitabhiingigen integralen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten haben jedoch nur eine geringe Be-
deutung (s. I, § 2). Es ist notwendig, eine differen-
tielle Formulierung zu finden. Sie muf} so beschaf-
fen sein, da ihr Ergebnis von der kurzzeitigen
Stérungsrechnung, welche zur Bestimmung von (40)
nur angewendet werden kann, unabhingig ist. Wegen

2 W) =1, (41)
7

was aus (20), (39) und (40) folgt, kann man
(37) umformen in

Py (t) — P1(0) :Z Wii[P;(0) —Pr(0)]. (42)
i

Entwickelt man nun Wj; nach Potenzen von ¢

Wiy = Whi+ Wit + Wit + ..., (43)

so laflt sich eine Differentialgleichung dann und nur
dann ableiten, wenn 12

Wei=0; Wi #0  (k+)) (44)

ist. Es wird namlich

lim 3 [Py(2) - Py (0)] = L@
1—=0 t

= D Wy[P;(0) — P (0)]. (45)
)

Und da nur Groflen an einem Zeitpunkt =0 mit-
einander verkniipft sind, kann das als Differential-
gleichung aufgefallt werden. Entwickelt man nicht
fiir £=0, sondern an einer beliebigen anderen Stelle
t, so gilt dieselbe Gleichung, wie sich leicht beweisen
laBt, nunmehr auf den Zeitpunkt ¢ bezogen. Damit
hat man aber eine fiir alle ¢ geltende differentielle
Formulierung erreicht.

Es ist nun die Frage, ob die Entwicklung (43) mit
(44) vertrdglich ist. Sie ist es nicht, wie man sich
leicht durch Betrachtung der mit einer Storungs-
rechnung gewonnenen Cj(¢) klarmacht.

Um trotzdem zu einer differentiellen Formulierung
zu kommen, wird iber eine Gruppe von Energie-

12 Dje Bedingung W;;j(0) =1 stort nicht, sondern fallt her-
aus!
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niveaus summiert, und nur die Gruppeniibergangs-
wahrscheinlichkeit berechnet. Die Aufsummation vie-
ler energetisch dicht liegender Ubergangswahrschein-
lichkeiten, die nicht der Bedingung (44) geniigen,
liefert als Ergebnis eine Gruppen-Ubergangswahr-
scheinlichkeit, welche (44) genligt, wobei dann

Wi =|Hii P e(E) & (46)

wird, wofiir die in § 17 gegebene Interpretation gilt.
o(Ey) ist die Energiedichte.

Eine dhnliche Summation 1aBt sich bei Systemen
mit diskreten Niveaus nicht durchfiihren. Wir stehen
also vor der Frage, einen Ersatz fiir Gl. (46) bei
diskreten Spektren zu suchen.

Nach den Untersuchungen der §§ 18 — 21 liegt es
nahe, o(E) als die Dichtefunktion der Linienbreite
des betreffenden Niveaus anzusehen. Nur entsteht
das Problem, woher die Linienbreite stammt. Im
Falle der Wechselwirkung von zwei Systemen offen-

sichtlich gerade von dieser gegen-

& & seitigen Wechselwirkung. Stehen

% g diese beiden Systeme S;, S, auch

noch mit anderen Systemen S;, S,
in Wechselwirkung, so ist selbstverstandlich die
Linienbreite in S; nicht nur von der Wechselwirkung
mit S,, sondern auch von jener mit S; bestimmt,
und wenn man auch nur die Ubergangswahrschein-
lichkeiten Wf}! S: zu berechnen wiinscht, mul doch
die von allen Wechselwirkungen herriihrende Linien-
breite als Energiedichte eingesetzt werden. Bei Elek-
tronen und Gitteroszillatoren also insbesondere stets
zusitzlich zu deren eigener Wechselwirkung die Li-
nienbreiten, die vom Strahlungsfeld verursacht wer-
den.

Bei der Interpretation von ¢(E) als Linienbreiten-
funktion mufl man im Gegensatz zur Energieniveau-
dichte beriicksichtigen, dal real stets nur ein ein-
ziges Energieniveau vorhanden ist, welches aber
einer Streuung unterliegt. Es ist daher durch eine
Wahrscheinlichkeitsdichte zu kennzeichnen, welche
diese Streuung wiedergibt, aber zugleich enthilt,
daB8 nur ein Niveau vorhanden ist. Das geschieht
durch Normierung auf 1.

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir die
strenge Rechnung beginnen.

§ 23. Systeme mit diskreten Energiestufen .

Wir beschranken uns dabei auf den Spezialfall
zweier miteinander in Wechselwirkung stehender
Systeme mit diskreten Spektren. An ihm kann das
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Wesentliche gezeigt werden. Die Diskussion meh-
rerer miteinander in Wechselwirkung stehender Sy-
steme kann, nach diesem Beispiel ebenso durchge-
fithrt werden. Obwohl zwei Systeme auftreten, ist es
in diesem Kapitel nicht notwendig, mit doppelt in-
dizierten Quantenzahlen zu rechnen. Wir verbleiben
daher auch hier bei einfach indizierten Groflen und
erhalten mit dem Ansatz (17) die ScHRODINGER-
Gleichung

i s L
de

Z H)nl.' C/.‘ + Em Cm ’ (4‘7)
%

sofern die Funktionen y; die Eigenfunktionen der

beiden ungestorten Teilsysteme sind, E; deren Eigen-

werte und die Storung H® zeitlich konstant angesetzt

wird.

Hui= [ v HS yydr. (48)

Der Fall zeitlich nicht konstanter Storglieder laft
sich in gleicher Weise behandeln, wenn man eine
Fourier-Analye der Storung vornimmt, doch gehen
wir hierauf nicht ein.

Die C,, lassen sich auch darstellen durch
Cm =cye ;;7 Ept. (4'9)

Es ist daher nach (38)
M C;Ch)* Cgl) M c;:h)* c(h)

P, = Z il Ml N b M. 0

% M M (ol

Um die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu berech-

nen, beginnen wir nach § 22 mit der Annahme
Ci(0) =¢;(0) =15 Cr(0) =cx(0) =0 (k+j). (51)

Fir sehr kleine Zeiten ¢ wird in erster Naherung
nur ein ProzeB stattfinden, namlich der Ubergang
des Systems vom Zustand j in irgendeinen andern
Zustand mit der Kennzahl /. Das heifit, daf} in die-

ser Naherung gelten muf}

(52)

Nun fithren wir die Komplementaritatsrelation (24)
auf der rechten Seite von (52) an Stelle von C; ein,
und (49) auf der linken Seite ein, und erhalten

ih ((];, :H[iffj(E) e~ 7 FE)E,  (53)

was nach Integration unter der Anfangsbedingung

(51) fir I+ ; die Gleichungen

[1— e g (-2 dE

E—E) >
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ergibt. Diese Gleichungen kann man auch schreiben
a(t) = [e(E,1) &(E) dE, (55)

wobel
[1—e~ ;},'(E'El)‘ ’
cy (E, t) = H,j —V—VA(E::E;)f,,

(56)
gesetzt wurde. ¢;(E,t) ist gerade jene Amplitude,
die entstehen wiirde, wenn der Zustand j die will-
kiirliche Energie E besdfle. In bezug auf die Energie
des j-ten Zustandes ist (55) eine gemischte Gesamt-
heit. Fihren wir zunachst durch eine hypothetische
Messung eine Zerlegung dieser Gesamtheit nach rei-
nen Gesamtheiten in bezug auf E im Zustand j ein,
so kann das nur an einem statistischen ensemble ge-
schehen, und man erhailt fiir dieses ensemble in der
Darstellung b) als Mittelwert nach (36)

|e(E,0) 2= |H; |2

[ 2[1 —cos (1/k) (E — Ept
- (E—E)

(57)
] anm‘ * (E) Ejnm‘ (E) dE .

Wir setzen dabei ¢;"°"(E), um zu betonen, dal}, falls
(24) kein normiertes ¢;(E) liefern sollte, dieses fiir
(57) normiert werden mul}.

Dieser Mittelung iiber viele Systeme entspricht
gerade die Bildung eines ensembles in der Theorie
der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Wenn ein sol-
ches ensemble aus M &quivalenten quantenmechani-
schen Grundsystemen besteht, so gilt

*(h) (h)

C C,
W, — (]
i ; M

und man erhalt durch Einsetzen von (57) in (58)
und Auswerten des Integrals die differentielle Uber-
gangswahrscheinlichkeit

Wi = | Hj; |2 0;(E)) gh{t,

= |e/(E, 0)]?, (58)

(59)

wobei

0;i (E;) =&"°" " (Ey) &7 (E)) . (60)

Die Ableitung der Ubergangswahrscheinlichkeit
mit Hilfe der Linienbreite, d. h. der Dichtefunktion o,
ist also unter der Voraussetzung einer Zerlegung der
Gesamtheit nach der Energie E des j-ten Zustandes
moglich. Um (59) fiir den realen physikalischen
Fall anwenden zu konnen, bleibt daher noch zu zei-
gen, dal} die vorausgesetzte Zerlegung nach E auch
tatsdchlich stattfindet. Dies sieht man folgender-
maflen ein: Der Wechselwirkungsprozel} ist ein ener-
getischer Prozef}, bei ihm wird Energie zwischen den
Teilsystemen ausgetauscht. Zufolge der statistischen
Interpretation dieses Austauschprozesses streut zwar
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die ausgetauschte Energie im Mittel, ist aber fiir den
Einzelfall ein wohldefinierter, d. h. im Prinzip mef}-
barer Betrag !3. Daher muf} sich das System bei der
Abgabe von Energie in einem bestimmten Energie-
zustand befinden, sonst wire die abgegebene Energie-
menge nicht mefibar, d.h. der Wechselwirkungs-
prozell wirkt als Filter in bezug auf die Energie E
des j-ten Zustandes. Damit ist unser hypothetischer
Zerlegungsprozel} als physikalische Realitdt nach-
gewiesen und (59) kann auf reale Fille angewendet
werden. Wie die noch nicht bekannte Dichte (60)

bestimmt wird, zeigen wir im néchsten Paragraphen.

§ 24. Linienbreiten und Ubergangswahrschein-
lichkeiten

In § 23 hatten wir fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeit W;; zwischen zwei Zustinden eines diskre-
ten Spektrums die Formel (59) hergeleitet. Im Un-
terschied zum kontinuierlichen Spektrum wurde die
darin auftretende Dichte nunmehr aus der statisti-
schen Streuung der Energiewerte des betreffenden
Systems gedeutet, und ihre Berechnung kann nicht
mehr aus einer vorgegebenen Energiedichte des von
der Storung unbeeinfluliten Systems geschehen. Viel-
mehr sieht man, daf} die Dichte o(E) in der statisti-
schen Interpretation an die Ubergangswahrschein-
lichkeit riickgekoppelt ist, d. h. von ihr abhéngt. Sie
ist die Fourier-Transformierte der Besetzungsampli-
tude des Ausgangszustandes und als solche mit der
GroBle der Storung verkniipft, weil diese die Le-
bensdauer in j bestimmt.

Um die Riickkopplung einer expliziten Auswer-
tung zugingig zu machen, beniitzen wir die aus
einer allgemeinen Untersuchung bekannte Tatsache,
dal} die Besetzungsamplitude c¢;(¢) nur eine Expo-
nentialfunktion mit konstanten komplexen Koeffi-
zienten sein kann1% 1% Im Fall der Anregung des
Systems auf das j-te Niveau ist also

ci=e rtelft fir ¢t=>0,

(61)
t<0
mit y reell >0 und g reell. Der Einfachheit halber
setzen wir f=0, weil ein nichtverschwindendes /3

C]'=0 flll'

13 Um einen bekannten Fall anzufiihren, denke man z. B. an
die Wechselwirkung eines statistischen ensembles gebun-
dener Elektronen mit dem Strahlungsfeld. Hier werden
die ausgesandten Lichtquanten direkt gemessen. Sie sind
energetisch wohldefiniert und stammen von einzelnen
Emissionsakten.

4 W. Herreer, The Quantum Theory of Radiation, University
Press, Oxford 1954, § 16, s. insbesondere S. 168, Formel
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eine Verschiebung des Spektrums durch die zusitz-
liche Eigenenergie des Systems im Storfeld bedeuten
wiirde, was fiir die Probleme der Phosphortheorie
keine Bedeutung hat!6, y ist die Abklingkonstante
der Besetzungsamplitude des angeregten Zustands.
Damit wird

Cin) —c;(0) e~ Bt =e= (=3 B). (62)
Die Fourier-Umkehrung von (62) ergibt
8 e (63)
und die statistische Dichte ¢;(E), welche aus
e"T*(E) ¢ (E) besteht, erhilt man als
o(B) =1 1" (64)

7 (yh):+ (E—Ej*’
Die Konstante y der Energiedichte (64) enthilt die
Riickkopplung an die Storung. Denn selbstverstand-
lich hdngt die Abklingzeit von der Wechselwirkung
des Systems mit der Storung ab.
Nun hatten wir in § 22 die Definition der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten angegeben. Wendet man
die Formeln (38), (40) und (43) auf (61) an, so

erhilt man

Wii=—2y. (65)
Andererseits ist nach (41)
DWy=1 fir alle ¢, (66)
7
also mit (43)
Wi+t > Wi+...=1. (67)
7 7
Da aber
DWy=W)i=1 (68)
7
gilt, so folgt daraus
(69)

W},.+IZ Wi =0
+7

Koppelt man nun (59) und (60) mit (65) und
(64), so entsteht weiter

Wi | Hy Wi (70)
=1l i e T e
n(Win) +4(B, — E))
(18). Der Ausgangszustand ist dort mit 0 bezeichnet an
Stelle von j.

15 Hierzu stehen bimolekulare Reaktionen usw. nicht im
Widerspruch, da sie das summarische Ergebnis vieler
iberlagerter Einzelabklingprozesse von Mehrelektronen-
funktionen darstellen.

16 Anders z. B. bei Elektronen — elektromagnetischen Feld-
kopplungen. Hier gibt § die Feldmasse der Elektronen!
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Summation tber siamtliche [+ j und Einsetzen von
(69) in (70) liefert

4 SWha
W=, Sl

1B

n (S WLa)+ 4(B; — B))?

2

und damit eine Gleichung fiir (65).

Gelingt es aus (71) den Wert von (65) auszu-
rechnen, so sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten
(70) aus den Ubergangsmatrizen wohldefiniert an-
zugeben.

Die Antwort hdngt von der Gestalt von (71) ab,
und kann nicht allgemein angeschrieben werden.

Wir betrachten einen Spezialfall

Bocly 1=1,2.0- (72)
Dann geht (71) tber in
Pl 4 - Lo
ZW},.=Z|H,j-h(ZW}].h) 1 (713)
= 7 =

und daraus erhalt man (74):

(74)

Das kann man dann in (70) an Stelle von — ;!
einsetzen. Bei nur einem einzigen Ubergang wird
daraus

wi=2|Hy| (75)

4=y 1 THI

Wieweit dieser Fall Bedeutung hat, kann nur durch
eine genauere Diskussion der Gl. (72) ersichtlich
werden, indem man untersuchen muf}, wann in bezug

auf das vorgegebene Problem das Ungefdhr-Gleich-
Zeichen anwendbar ist.

Herrn Prof. Dr. E. Fues danke ich fiir Diskussionen
und konstruktive und wohlwollende Kritik sehr herz-
lich. Ebenso danke ich Herrn M. WacnEer fiir eine kri-
tische Durchsicht des Manuskripts und die Ableitung
der Formeln (66) — (69), die in dieser Fassung unklar
waren.

Dispersionsbeziehungen fiir die Streuung von =-Mesonen an Deuteronen

Bei der Aufstellung von Dispersionsbeziehungen

Von F. KascaLun~

Aus dem Vereinigten Institut fiir Kernforschung Dubna bei Moskau (UdSSR)
Institut fiir Theoretische Physik
(Z. Naturforschg. 13 a, 183—194 [1958] ; eingegangen am 21. November 1957)

Es werden Dispersionsbeziehungen fiir die elastische Vorwirtsstreuung von geladenen und un-
geladenen 7-Mesonen an Deuteronen unter Vernachldssigung der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung abgeleitet. Es ergeben sich folgende Unterschiede im Vergleich zum Problem der Streuung
von ;r-Mesonen an freien Nukleonen: 1. Die Streuamplitude ist von vornherein symmetrisch in den
Isotopenspinindizes des 77-Mesons und man erhilt identische Dispersionsbeziehungen fiir die Streu-
ung positiver, negativer und neutraler w-Mesonen. 2. Der gesamte unbeobachtbare Bereich liefert
einen kontinuierlichen Beitrag, wobei keine Polbeitrige auftreten. 3. Die Strom-Matrixelemente
beziiglich des Deuteron-Systemes divergieren fast im ganzen nichtbeobachtbaren Bereich, so daf}
eine explizite Durchfilhrung der analytischen Fortsetzung nétig ist, wozu die Methode von Bogor-
suBow verwandt wird. 4. Es treten bestimmte Polarisationseffekte beziiglich des Spins des Deuterons
auf. Uber die Gestalt der Strom-Matrixelemente lassen sich in dem benétigten nichtrelativistischen
Bereich der Nukleonenbewegung plausible Annahmen machen, und die Rechnungen werden im ein-
zelnen so weit durchgefiihrt, dafl sie unmittelbar fiir einen Vergleich mit den experimentellen Daten
in Frage kommen.

Einschlul sdmtlicher Strahlungskorrekturen)

ZWi-

fiir das experimentell relativ gut untersuchte Pro-
blem der Streuung von 7-Mesonen an Deuteronen
stoft man auf die Schwierigkeit, dal es momentan
im Rahmen der Quantenfeldtheorie noch keine ge-
niigend ausgearbeitete Theorie der gebundenen Zu-
stinde gibt, die eine befriedigende Berechnung der
vollstindigen Strom-Matrixelemente (Vertexteile mit

schen Zustidnden gestattet, unter denen auch gebun-
dene sind. So brauchen wir in unserem Falle bei der
Berechnung des Beitrags des nichtbeobachtbaren Ge-
biets das vollstindige Strom-Matrixelement zwischen
dem Deuteron-Grundzustand und dem Zustand zweier
nicht gebundener Nukleonen. Andererseits kann man
aber die Dispersionsbeziehungen benutzen, um be-



